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(ADS 课程的一些数据结构、算法的重点总结和个人理解，不一定对) 

数据结构部分： 

一、 AVL 树, 伸展树（含均摊分析）AVL tree, splay tree  

1. 背景：搜索树是一种经常用于搜索/索引的数据结构，可以根据左右节点判断数值大

小关系，将查询复杂度降到 log 级别。其中以二叉搜索树（BST）为典型。对于普通

的二叉树，其生成的结构与输入顺序有关，对于不好的输入，比如单调输入，会导

致二叉树非常瘦高，不利于搜索。所以无论是 AVL 树、伸展树还是后续的红黑树，

目的都是基于建立某种二叉树的构建规则，使得其尽量“平衡”。只不过构建策略有

所区别，付出的代价、得到的收益也有所不同。 

二叉树有如下修饰词，千万注意区分： 

Perfect：“完美二叉树”：最理想的二叉树，即每个节点的左右子树的树高都相同（注

意只有根节点的树高定义为 0，空树的树高定义为-1，注意这个定义也可能是 1、0

要看具体说明）。但是可惜完美二叉树条件非常严格，需要节点数数必须是 2^(h+1) 

– 1，并不是所有树都一定有这个节点数。所以我们的数据结构的目的是为了尽可能

接近平衡。完美二叉树有一个完美平衡的性质：每个叶节点到根节点的路径长度都

相同。 

Complete：“完全二叉树”：指的是除去最后一层，上面是平衡二叉树，而最后一层

从做往右添节点，可以没添满的树。这种树也非常平衡，但一般用于堆结构中，而

非做搜索树用。 

Full/Strictly：“完满二叉树”：指的是除了叶节点外，每个节点都必须有两个子节点

的二叉树。即不可能存在有且仅有一个孩子的节点。如哈夫曼编码树。 

 

Balanced：“平衡二叉树”：即 AVL 树，每个节点的左右子树高的差不超过 1 的树。 

 
 

 

 

 

 



2. AVL 树 

(1)定义 

 
AVL 树是一种以人名命名的二叉树，又称平衡二叉树，定义非常简单，就是任何一

个节点左右子树的高的差不超过 1 的树（定义 BF 为左子树高减右子树高，相当于

完美二叉树基础上做了妥协，BF值从只能为 0 调整为-1，0，1均可）。 

对于任何一种输入，都可以基于一套规则构建出 AVL 树。这套规则也是难点，以旋

转操作为核心。 

 

(2)高度分析 

先来分析 AVL 树的高度 h。注意对于搜索树而言，搜索的最坏复杂度树 O(h)，所以

一般把 h 根节点数 n的关系作为衡量搜索树好坏的标准。 

 

 可以证明（不难）节点数相对于树高 h 树斐波那契数列级别，因此高度树 logn的。

这对于任何 AVL 树都是成立的，换句话说只要构建出的树 AVL 树，就一定能保证搜

索复杂度树 logn级别，不存在像普通二叉树那样的最坏特例。这也是 AVL 树的重大

优势。 

 

(3)构建过程，旋转 rotation 

 AVL 树的构建过程大致是：按普通二叉树的构建方法来做，一旦发现某个操作（插

入/删除）会导致不平衡节点（BF值不满足要求）出现，那么对这个节点及相关节点

进行合适的旋转操作，在不影响二叉搜索性质的同时恢复平衡。 

 

插入：在插入一个元素（trouble maker）后（按普通二叉树的方法），需要向上更新

路径上节点的 BF 值，如果发现某个节点不平衡（trouble finder），需要进行旋转操

作（且只需一次）。旋转的方式由 maker 和 finder 的相对位置关系决定（key）。 

<1>maker 是 finder 的孩子：这必不可能，因为这样说明 finder 原先无左或右孩子，

不可能因为多了这个孩子导致不平衡（很容易想明白）。maker 一定有且父节点一定

finder 的后代，此时我们关心这三者在树中的相对位置关系。 

 

<2>maker 和 finder 在 maker 的父节点的异侧，即maker的父节点在 finder右子树

中且maker是它的右孩子（或者换成左同理）。此时我们进行单旋。 



 
以右-右为例，A 是 finder，maker在 BR中，注意maker的父节点可能是 B（此时 BR

只有maker一个节点），也可能在 BR中。按如图的方式单旋一次即可恢复平衡。 

 

<3>maker 和 finder 在 maker 的父节点的同侧，即maker的父节点在 finder左子树

中 且 maker 是它的 右 孩 子 （或左 右交换同 理 ）。此时我 们进行双 旋 。

 

以左-右为例，注意此时maker的父节点可能是 B（maker是 C），可能是 C，也可能

在 CL或 CR中。 

技巧：注意在实际操作中其实不必记这些旋转的具体规则，只需要知道 finder、maker、

maker father这三个点及其位置关系，然后确定单旋或双旋，知道把哪个节点放在顶

上即可，其余的子树分配可以看情况做，容易。 

再次指出，AVL 的插入旋转操作最多一次（如果把双旋转看作一个整体），修正完一

个 finder后，上面不会再受影响。 



删除：AVL 树的删除极为复杂，分为多种子情况。且可能导致级联操作，最坏情况下

影响整条路径，旋转复杂度为 logn级别。实际中经常采取标记删除而非真正删除的

策略。AVL 树的删除一般不会考。另外，后面可以看到红黑树的删除效率更高。 

 

3. 伸展树 

(1)思想：伸展树（splay tree）的思想与 AVL很不同：伸展树在访问（find）的过程

中调整树的结构使之更平衡，从而使得连续的访问平均消耗较低。基本思路是将访

问的节点通过旋转操作转移到根节点上。 

(2)访问/查找：不能单纯只把访问节点 X 放到根节点上，应该同时进行一些平衡化

的操作。具体的旋转方法是：对于访问节点 X，时刻追踪它，当它不是跟节点时，如

图分为三种情况： 

第一种，X的父节点是根节点，此时只需简单旋转即可。（AVL 中没有这种操作） 

 
第二种和第三种如图，分别是 zig-zag和 zig-zig，分别对应 AVL操作中的双旋、单

旋转操作。 

 

另外注意这是一个循环的过程，每次循环完层后都要审视 X 现在是不是根节点，如

果不是，还需要继续向上操作。所以一次访问可能有数量级为 h 的旋转。 

(3)插入：伸展树的插入分为两部分，先按 BST 的规则插入到正确的位置，然后访问

被插入的节点，即把它升到根节点上来。这说明插入到节点一定在根节点上。 



(4)删除：伸展树的删除与普通 BST 并不相同。其分为四步： 

 
先找到待删除的元素，注意查询这个过程已经完成了一次“伸展“，待删除节点现在

在根节点，然后删掉，合并左右两个子树，合并过程如图，注意先在一棵树中 findmax，

即一路向右查找，最后最大的元素在这棵树的根节点处，然后把另一棵树作为这个

根节点的子树即可。可以看出，一次删除过程中，出现了两次”伸展“。 

 

(5)复杂度分析 

均摊复杂度是 logN，即对任意M次操作（查/插/删）的时间复杂度之和是MlogN

数量级。 

 

4. 均摊分析(Amortized Analysis) 

 
(1) 介绍 

伸展树这种数据结构有一个特点：任何一个操作(operation)，都会改变自身的结

构。对于一个单次的操作，复杂度可能比较高，但是连续的操作的时间代价均摊

在每个操作上是较好的。对于均摊时间复杂度分析，常用的有三种方法。这一部

分较难，常考理论题。 

(2) Aggregate analysis 累计分析 

计算 m 次操作的总耗费时间，然后算平均值即可。使用范围不广，因为针对具

体情况可能很难求耗费时间。 

(3) Accounting method会计分析/账目分析？ 

在假设了一个要证明的均摊复杂度后，对实际的每步操作，如果实际消耗比均摊

消耗低，那么把差值作为“余额”存起来，余额可以为其他操作中实际消耗比均



摊消耗高出的那部分“付款”。最后只需要证明每一步的均摊消耗之和大于等于

实际消耗之和。 

(4) Potential method 势能分析 

 

对账目分析法的一种形式上的改进。定义数据结构自身状态的“势能”函数，

每次操作可能改变自身的势能，势能的改变跟跟余额的改变（每一步均摊和实

际的差值）有密切关系，或者说相等。势能最开始取最小值，每一步中，势能

增加量等于均摊消耗比实际消耗多出的部分。定义完势能函数后，均摊复杂度

一定是大于势能函数每一步的最大可能的增长值的，所以要定义增长尽量缓慢

的势能函数，同时又能表现实际操作和均摊操作的关系（这里不太容易说清

楚）。势能函数的最大值往往决定了均摊分析的结果。 

势能函数的定义是均摊分析中最为有技巧性也是最难的部分，比如在伸展树问

题中： ，是非常奇怪的定

义，证明也较为复杂。 

 

二、 红黑树 red-black tree 

1. 思想与概念：红黑树与 AVL 树都是为了逼近完美二叉树，但思路完全不同。AVL 树

树让左右子树的高只能差 1，而红黑树则是尝试直接修改树高的定义，使得树满足

完美平衡的性质，即叶节点到根节点的“新树高”都相同。这里的新树高就是指的

后面会提到的“黑高”。 



 

 
红黑树要求黑高相等，其实主要思想是：标红尽可能少的节点，让树忽略这些节点

后的树高满足完美平衡。其中让红节点尽可能少的主要规定是红色节点的孩子必都

是黑色节点，这等价于没有相邻的红色节点。注意红黑树定义叶节点全为 NIL，这纯

粹是为了性质（5）的定义方便。性质（5）也是红黑树的最关键性质，这个 black node 

number 又称为点点黑高。根结点点黑高也是红黑树的黑高。 

可以证明树的黑高最大是 2log(N+1)。方法是递推证明 sizeof(x) >= 2^bh(x) – 1。 

 

2. 插入(复杂) 

这里引用 csdn上一篇文章的讲解 

 



 

 
关注节点是红黑树操作中的重要概念，旋转和染色是两种基本操作。注意虽然说是

一个迭代过程，但其实最多迭代两次。 

3. 删除 

删除更为复杂，涉及到极多的子情况，一般不会考，就不解释了，具体可以在如下

网址去看。 

https://blog.csdn.net/xiaofeng10330111/article/details/106080394?ops_request_mis

c=%257B%2522request%255Fid%2522%253A%2522165579654616782388059115%252

2%252C%2522scm%2522%253A%252220140713.130102334.pc%255Fall.%2522%257D&r



equest_id=165579654616782388059115&biz_id=0&utm_medium=distribute.pc_sea

rch_result.none-task-blog-2~all~first_rank_ecpm_v1~hot_rank-1-106080394-null-

null.142^v19^control,157^v15^new_3&utm_term=%E7%BA%A2%E9%BB%91%E6%A0%9

1&spm=1018.2226.3001.4187 

   只需要知道，红黑树的删除最多经过三次迭代，而不是 AVL 树的 logN级别。 

 
删除的效率是红黑树相比于 AVL 树的优势。虽然红黑树没有 AVL那么平衡，但高

度不会差很多（常数级别），所以查询效率也相近。STL多采用改进的红黑树结构。 

 

 

三、 B+树 B plus tree 

1. 概念：B+树是一种平衡性较好的多叉搜索树，查询数据全存储在叶节点中，所有叶

节点深度相同。是一种适合磁盘操作的索引存储结构。 

具体定义为（没错用的数据库的课件）： 

 
 n=4 的 B+树例子：

 

  



 

注意每个节点中，值一定比指针少一个，Ki 的值是 Pi+1 指向的子树中的最小值，

即子树的叶层最左边的值。另外，叶节点之间有指针直接相连，加速某些操作。 

 

2. 插入与删除，分裂与合并 

插入时，若节点已满，则需要分裂（split），分成大小相差不超过 1 的两部分，然后

给上层节点也进行改变，可能引发级联分裂。如果最终分裂到了根节点，树高会加

1。 

删除类似，若导致节点元素太少，则与旁边相临的节点进行合并，同样删除上层节

点对应元素及指针，可能引发级联合并。如果根节点的子节点可以合并成一个节点，

那么根节点会被删除，树高减 1。 

此外，B+树在已知全部叶节点的情况下，有自顶向上、线性建树的方法。 

具体细节不赘述。 

 

3. B+树的优点与应用场景 

B+树的树高是 

这也是查询的复杂度。但注意虽然 B+树平衡，但它不是二叉树，分叉数有不确定

性。另外，B+树的插入和删除都可以有级联情况，这一点不如 AVL和红黑树。因

此对于内存中的小规模数据，往往没必要使用 B+树。 

 B+树的最强应用场景在于磁盘索引，磁盘的场景与内存中的最大区别是，磁盘的

随机访问代价非常大，必须减少随机访问、增多连续读写。而 B+树的节点可以很

大，适合整块载入内存处理。另外，B+树支持自顶向上快速建树，适合磁盘已有

大量数据并在上面建索引的情形。最后，相比于 B 树，B+树虽然可能查询效率稍

低一点点，但实现更简单、查询效率更稳定，并且磁盘的随机读写代价更低。 

 

四、 倒排文件索引 inverted file index 

1. 问题背景：之前所提到的树索引，一直都说目标在于“查询、搜索”，但一直没有说

白一点：那就是我们查询的目标往往不是键值本身（key，即树索引中用于比较的值），

毕竟 key我们是知道的何来查询一说，而是利用这个 key 去定位与其相关联的更大

的结构，比如文件，而这个更大的结构只是提供了一个 key 供我们去建树。所以，

我们在节点里同时存储 key 和另一个指针，这个指针指向要查询的真正对象（当然，

也可以直接存在节点里）。这是索引查询的基本思想。 

有时，一个 key对应多个查询对象（文件），面临的问题是给一个 key去找出所有与

这个 key相关电文件（比如包含关系），这就是倒排文件索引的背景。可以说，倒排

O( élog
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索引是树索引的下游延伸。 

倒排索引最常见的应用是搜索引擎：给定一个词（key），需要返回所有包含这个词

的文件（网页）。正常的思路是扫描每一个文件的每一个词依次判断是否包含 key，

这种操作虽然不需要维护，但是消耗过大显然不可行。而倒排索引之所以成为倒排，

就是因为它维护了一个数据结构，可以用 key 查询哪些文件包含它，从而将查询速

度将为常数级别，当然也要有额外的维护开销。倒排索引是一种常见的以空间换时

间的策略，维护元信息以加速后续操作，这是重要思想。 

 

 

2. 倒排索引的数据结构 

 

如图，倒排索引维护了一个表，每一行是 term（词，也就是 key），然后对应了一个

posting list，存的是包含这个 term的文件信息列表，包括有几个文件包含，哪些文

件包含了它，在每个文件中 term出现的次数和位置等。利用这个数据结构，可以根

据 term直接找出包含它的文件。 

维护：有得必有失，为了维护这个数据结构，每次载入文件时，每读一个词，都需

要及时更新倒排索引，方法非常简单： 

 
 

3. 搜索引擎的细节 

(1) term access 的方法，开头说了，倒排索引是普通树索引的下游延伸，所以这个

问题中给定一个 term，也要通过 term的一个树去查询这个 term对应在倒排索

引中的下标，而不要线性扫描。当然，也可以直接把 posting list存在 term的索

引树里。另外，hash 也可以用来索引 term，但是不适合范围查询。 

(2) word stemming 词干提取：搜索引擎中对于等价的词语应该一视同仁，化成最简



形放在 term表中。 

(3) stop words：对于一些简短的意义较少的词，如语气词，可以忽略，不加入索引

文件中，或做上一个标记，在查询的时候不返回结果。 

(4) distributed indexing 分布式索引：注意索引文件通常比较大，是记录在磁盘上的，

如果需要多个磁盘，涉及到内容分配的策略。 

 

这两种分配方式中，term-partion每个存储单元只存储一部分单词，好处是对任一

个 term 可以直接给出结果，坏处是需要先定位 term 在哪个磁盘；而 document-

partion每个存储单元只存储一部分文件中的结果，好处是如果只搜索一部分文件中

的内容效率较高，坏处是需要访问所有存储单元才能返回所有结果。 

(5) dynamic indexing动态索引 

将新插入的结果放在辅助索引（auxiliary index）中，容量小访问快，优先在其中

查找，如果找不到再去主索引文件去找。当辅助索引太大时与主索引合并。 

(6) thresholding阈值控制 

这里有两个概念： 

第一个是文件返回阈值：只返回关联度最高的 x个文件/网页。 

第二个是查询选择阈值：对于一次搜索多个 term的情况，只搜索前 p%的 term，

剩下的不管。注意先对搜索的 term排序，按词频升序排，优先查询频率低的前

p%个词。注意这里词频指的是总词频，即单个单词在所有文件中的出现次数，也

可以按包含它的文件树来排。这是因为频率低的词被认为更有可能代表要查的

内容。	

(7) 性能评价 

除了搜索速度外，我们关心搜索引擎的相关度分析（relevance measurement），

即搜寻的结果到底多相关。 



 

如图，相关度主要包含两个指标：precision精准度、recall召回率。其中 Precision

指的是返回的内容中相关文件的比重。Recall 指的是所有相关文件中被返回了

的文件比重。一般来说，返回阈值设置的越高，precision越低、recall越高，两

者难以兼得，要根据具体需要要有所权衡。	

 

五、 左倾堆, 斜堆 leftist heap, skew heap 

1. 堆的概念回顾： 

堆（heap），是用来实现优先队列的最常见的数据结构。优先队列是一种抽象的数据

结构，每次可以 log 级别地弹出一堆数据的最值（最主要目的）。普通的堆由数组实

现，抽象是可以看成一颗完全二叉树，有过滤（percolate）这个基本操作（logN），

可用于实现 pop、push等基本操作，另外也有线性建堆的经典算法，都在 fds中学

过。与搜索树不同，堆不支持随机访问及随机删除，只能删除堆顶元素。并且堆的

二叉树结构中不能保证子节点的大小关系，只能保证底层数据一定比高层数据大/小。

但是普通的堆有一个缺点： 合并（merge）效率低下，需要 N的复杂度（假设两个

堆大小都是 N级别，方法是重新建堆）。而左倾堆和斜堆的目的就是把merge的复

杂度降到 log 级别，注意插入和删除本质可以化为merge的特例，所以实际上只需

要解决 log 级别merge的问题。 

2. 左倾堆 leftist heap 

 



左倾堆由一个重要概念是节点的 npl，定义如图，没有两个孩子的叶节点的 npl 是 0。 

左倾堆保证任一个节点的左孩子 npl 一定大于等于右孩子的 npl。并且有一个关键性

质：若一个左倾堆的 right path 上有 r个节点，那么堆至少一共有 2
r 

-1 个节点。这

说明右路径长度级别是 logN，所以提示我们，左倾堆的操作要在右路径上进行。 

 

具体 merge 方法如上图，即每次将堆顶较大的堆根堆顶较小的堆的右子树递归

merge，如果结果导致合并的堆不符合 npl 要求，则交换（swap）左右子树。注意

更新节点的 npl 值。 

 

 
递归算法不利于人力推导，迭代法更容易理解，这种方法我们先只考虑在右路径上

不断合并，最后从右路径的最低的两个孩子的节点开始，逐步向上检查 npl，如果不

符合再 swap。 



3. 斜堆 skew heap 

斜堆是自调整的数据结构，没有 npl 的概念。在merge的递归或迭代过程中，不管

任何情况，每次都交换左右子树。在迭代的推导中，右路径合并完后，对每个右路

径上的节点都进行 swap。 

省去了维护 npl 的复杂度，均摊复杂度仍是 logN。 

 
具体证明方法中，势能函数定义也比较复杂。 

 

六、 二项队列 binomial queue 

1. 概念：虽然左倾堆和斜堆解决了 log 级别merge的问题，但是它们丢掉了普通堆本

存在的一个优良性质：可以自顶向上线性建堆。左倾堆和斜堆没有这样的算法，只

能逐个插入，复杂度为 NlogN，不佳。二项队列是一种极为精巧的数据结构，能同

时保证 log 级别merge 和线性建堆的可行性，思路来自于二进制数的运算。二项队

列用森林（forest，即若干个树）来实现。 

 

二项树 Bk 的结构是一个根节点，下面有 k个孩子分别是 B1～Bk-1。一个二项队列

由若干个二项树组成。组成的方式由内部节点数（的二进制表达）决定。具体来

说，一个节点数为 N的二项队列，N二进制表达中为 1的位置 i，对应于实现这个



二项队列的森林中的一个二项树 Bi，而二项队列的 merge 就相当于两组二项树做

加法。从而把二项队列的 merge 转化为二项树的 merge 和进位问题。 

 

2. 实现的数据结构 

真正的二项树并不是用多叉树实现的，而是采用 firstchild-nextsibling 的方法 

 
无论是存储还是计算二项树的合并结果，都比较方便。（编程细节较多需要注意！） 

 

3. 合并算法 

 
模拟二进制树的加法。这张图要理解。 



二项队列的均摊复杂度是 logN（平均复杂度不一定）。势函数取为二项树的个数。 

4. Deletemin 

先找到最小的元素（最小堆）。然后将该元素所在树 Bk堆顶删除变成 k个堆，这 k

个堆形成一个新的二项队列，然后进行合并。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



算法部分： 

七、 回溯法 backtracking 

1. 解决的问题：有一类问题是搜索类问题，即在搜索空间内返回符合要求的元素

(解)，并且往往输入给的信息较少，甚至没有输入，只是给了一套规则和目标。比如排

序问题也可以理解为搜索问题，空间是 n！个排列方式，但一般不归入我们说的这种

搜索问题中，因为往往可以利用输入的信息有更好的解题思路。最典型的搜索问题是

棋盘类问题。 

2.所谓回溯法，其实就是对暴力枚举发的一种改进。暴力枚举法枚举每一种可能性，而

回溯法利用树型遍历结构，及时剪枝（prune），避免不必要枚举。 

 

这是回溯法的模板，这里假定搜索空间是 n维的，目标就是找出可行解（x1~xn） 

check 函数是关键函数，负责检查部分解（x1~xi）有没有可能继续生成可行解的可能

性，如果没有，则剪枝，回溯到更小的部分解。如何利用 check分析剪枝，是关键所

在，如果 check太细致，容易导致内部复杂度过高，反之如果 check太粗略，则不容

易剪枝，导致不必要的搜索，设计出简明且有效的剪枝函数 check是回溯法的关键。 

 

 

 



3.典例 

典例 1：八皇后问题：在 8*8的国际象棋棋盘上放八个皇后使其横竖、交叉不到一起。

（即按照国际象棋的玩法不会互相攻击） 

搜索空间（x1~x8）, 1<=xi<=8为整数。 

剪枝条件为： 

 
此时为完全剪枝：剪枝ó该节点不可能生成继续可行解。注意一般来讲剪枝是不可继

续的充分不必要条件，即只是完成一个初步的可能性筛查，排除绝对不可能的以减少

搜索。这里八皇后问题条件比较简单，可以直接等价判断。 

 

典例 2：α-β 剪枝 

常见于棋类算法中，或者说博弈类问题中，但其思想是剪枝的条件不止跟当前节点有

关，而且跟上层或同层中的、已遍历过的节点有关。或者说，可以利用已经遍历的节

点带来的信息，来帮助排除不必要搜索、进行剪枝。 

比如八皇后问题中，对于已经排好的五个节点，我们检查其交叉情况并剪枝，但并不

关心其它五节点排列的情况（也不会有影响），只是根据当前情况做决定。而在有些

问题如棋类问题中，涉及到博弈时，搜索树内部关联度高，可以利用已遍历的节点信

息。 

另外注意在博弈问题的 α-β 剪枝中，目的并不只是求搜索空间的最优解（搜索树叶节

点），更重要的找到最优路径（难说清楚）。 

 

评价函数 f：对于每一个搜索空间的部分解，可以赋予一个函数，将这个部分解的局面

映射到一个实数，表示这个部分解的可行程度（或优秀程度）。比如对于井字棋，我

们定义 f = Wc – Wh， 其中Wc表示自己的潜在的“成三“方法数，Wh 是对手的。对

于更复杂的博弈问题，如围棋，评价函数更难制定，并且是关键所在。如果 f 设置的

不好，可能结果很差。 

 

min-max层与剪枝策略： 

搜索树从顶到上，每层交替为max、min层，第一层（根节点）是max层。 

搜索时给每个节点都赋评价函数值，且产生顺序与节点遍历顺序相同。 

max层是自己的决策层，每个节点的值取的是其所有子节点的最大值。 

min层是对手的应对层，每个节点取所有子节点的最小值。 

即max 层选下面min层的最大者，min层选下面max 层的最小者。 

在选择过程中是把自身的值实时更新的，如果发现没必要继续分析，则剪枝： 

α 剪枝：min层在选最小值时，发现自己已经不可能是同一min层中的最大者，不可

能被max层选中，剪掉其其所有未被遍历过的子节点。 

β 剪枝：max层在选最小值时，发现自己已经不可能是同一max层中的最小者，不可

能被min层选中，剪掉其其所有未被遍历过的子节点。 



  

按这种剪枝策略，最终搜索复杂度不超过 O（根号（size of search tree））。 

最常见的问法是最先被剪枝的节点是哪个： 

注意遍历的顺序是先从左往右、再从下往上的，二叉树中，被剪掉的节点往往是右节

点。 

 

八、 分治 divide and conquer 

1. 思想：分治是非常重要的算法思想：即将大问题先转化（divide）为若干个子问题，

子问题解决完（conquer）后想办法合并（merge/combine），给出大问题解决方案。 

注意子问题往往可以继续分解为更小的子问题，这就涉及了递归（recursion） 

2. 注意点 

（1） 分解成的不同子问题之间在各自的解决上必须互无关联，即形式上可以作为

原问题的规模更小的 instance。子问题不能需要自身不包含的信息才能解决，

否则无“分治“可言。所以要定义好子问题，保证其独立性。 

（2） 要想好如何根据小问题的解合并成大问题的解，这步同样不能复杂度太高。 

（3） 对于足够小的子问题，可能直接解决比继续划分效率更高，如快速排序在子

数列足够小时用普通排序方法速度更快。 

（4） 分治法应用极其广泛，但并不是所有问题都能应用分治思想，尤其是全局内

部关联度非常高的问题，比如棋类博弈问题。 

3. 理论分析形式 

设分治法每次都将大问题分为 a个相同大小的子问题，每个子问题大小为 N/b，注

意这里 b未必等于 a。（why，think）。f(N)是合并这 a个子问题的结果所需要的

时间复杂度（往往是比较难算的部分），通常来讲，可以化为 N^p * (logN)^q的

形式。 

 
求 T（N）是分治问题的常见考法，比较简单。分为三种方法 substitution 

method， recursion tree method， master method。 

第一种方法靠假设、递归论证，第二种靠生成递归树理论计算（较难，且细节多） 

   第三种针对特定情形的 f 套公式，可应对绝大多数情况： 



  

 可以感性地理解为（记忆技巧）：递归递归产生的复杂度是 N^logba, 这个指数

logba 跟 k做比较，更大的一方显然可以主导复杂度。如果两者相等，给 f的 log 的指

数加一作为补偿（必须注意这个补偿！）。 

 

4. 典例：最近点问题 

给出平面上的 N个点，找出距离最相近的两个点。两两比较距离显然需要平方的

复杂度。分治算法中，首先做一些准备工作，把点按 x坐标排序，然后设一条竖直

线 l（x = k， k 取 x组的中间值）分成两部分，分别递归求最小距离值，此外，还

要考虑跨过 l 的点之间的距离，如果两两比较，合并的复杂度仍是平方，所以我们

利用 

 
在子问题中得到的两个最小值中的最小者（不跨过 l 的两个点的最小点距）的一

半，作为 strip，在 l 的两侧窄条上下划分出若干个网格区域，每个点只需要考虑周

围网格内的其他点，不需要考虑更远的点，这样可以保证最多考虑七个点。 

 

公式为 T( N ) = 2 T( N / 2 ) + O ( N ), 总复杂度为 NlogN 



九、 动态规划 dynamic programing 

1. 思想: 动态规划（简称 dp），是非常重要和常见的算法思想，基本想法也是把大问题

转化为较小的子问题，但与分治思想不同的是，分治是将大问题转化为若干个不相

关联的小问题，关键在于如何合并。而 dp 则是尝试从小问题开始，逐步生成最终的

大问题，关键在于如何推进生成。注意也要讲 dp 区别于递归，递归是先从顶层考

虑，一路向下，遇到基本情况后再回溯，而 dp则是先“搭地基”，把基本情况全部

解出，逐步向上最终得到结果，相比于递归，dp往往能减少重复计算，这是因为从

算法的形式来讲，dp的形式往往是迭代。 

 

2. 基本方法： 

（1） 确定子问题，定义状态值 

（2） 列出状态初始值（基准值），写出状态转移方程（关键） 

（3） 按正确顺序计算全部状态值 

（4） 根据状态转移过程重塑结果 

其中定义合理的子问题和状态转移方程是最关键的。状态一般用一个多维数组来表

示，而所谓状态转移方程就是小问题推向大问题的过程，常涉及到参数筛选。初始

值和转移方程的形式决定了状态数组的计算顺序。计算过程中，状态转移方程的筛

选结果可以记录下来，方便重塑结果。（重塑：	 有时求的不只是最终的目标值，还

有目标值的构建过程，或者构建结果，参考典例）。 

 

3. 典例 

典例 1: 斐波那契数列，最经典的说明 dp相对于递归优越性的例子，用递归是指数

级别，用 dp是线性级别。太简单，略。 

典例 2: 矩阵乘法顺序 

给你由 n个矩阵组成的乘法式，决定一种计算顺序使得总计算量最小（即加括号）。

注意 axb的矩阵和 bxc的矩阵相乘的复杂度是 abc。 

如果采用暴力枚举，搜素空间大小是 catalan number，接近指数级，无法接受。 

 
Dp 定义了这样的子问题以及初始条件， 状态转移方程。按照这种算法按一定顺序

求完m这个二维数组，m[1][n]就是最终答案，复杂度是 N^3。 

 

典例 3: 优化二叉查找树 OBST（最难） 

传统的二叉查找树只需要满足符合二叉大小条件的同时尽量保持平衡即可，但是有

的情形下，不同数据（节点）有着不同的被访问到的概率/频率，所以希望能让这些

节点更上层，从而减少平均查询时间（定义如图，根结点的深度 d是 0）。我们希望

能得到最少的平均访问时间，并且得到构建优化二叉树的一种原则/流程。 



 
算法： 子问题取为之考虑 i～j这些元素生成的 OBST，并且加了一些辅助参数比如

w辅助理解，可以直接根据输入算出。 

 
状态转移方程就是最下面那个式子。 

注意这个方法求出 c1n，即最小消耗后，需要根据状态转移过程中每一步 k 的选择

来帮助重塑二叉树。方法是逐步列表（略）。	

时间复杂度为 N^3。	

 

 典例 4: 全最短路径问题（Floyd 最短路径算法） 

  给定一个图（可有权，无负环），关于最短距离问题。我们知道 Dijstra 算法

可以用 bfs 思想算出一个点到其他所有点的最短距离，对于稀疏图复杂度是 V^2。

我们现在想求每两对节点之间的最短距离，如果用 dijstra，需要一次把每个点作为

源（source），总复杂度是 V^3，但不太适合稠密图，所以考虑用 dp 降低复杂度。 

 



这是一个三维的 dp，k的作用是限制路径可以经过的点。状态转移方程氛围经过

第 k 个点和不经过第 k 个点两种情况。这样的算法最终复杂度是仍是 V^3，但在稠

密图上效果比较好（这里复杂度不是太重要，主要是 dp的方法）。 

 

典例 5：产品装配问题 

 

生产产品有两条流水线，每条流水线上有若干个状态，推进到下一状态需要时

间。另外，半产品在某一状态时可以选择转移到到另一条流水线的下一个状态，并

且耗费不同的时间。需要找出最短的装配时间（以及装配方式）。即决定产品在每

个状态到底是继续在自己的流水线上组装还是跳到另一条流水线上。 

这个问题中状态和转移方程都比较简单，f[line][stage]表示从最开始，到流

水线 line 上的 stage状态所需的最短路，由于状态的不可回退的，可以利用 dp 

f[line][stage] = min { f[line][stage-1] + t<(line, stage-

1)->(line, stage)>, f[~line][stage - 1] + t<(~line, stage-

1)->(line, stage)>  } 

dp 的复杂度是线性的，且可以根据每一步 line 的选择还原决策过程。 

 

典例 6：0-1 背包问题（0-1 knapsack problem） 

给定一个容量为 M的背包以及 N个物品，每个物品有自己的大小 wi 和收益

pi，每个物品要么放入背包要么不放且最多放一次，想求一种将物品装入背

包的方式使总收益最大。（就是求长为 N的一个 0-1 串） 

 



这里定义的子问题比较特殊：用前 i个物品正好获得收益 p所需要最小总空

间。最后只需要算出使得 W(i,q) <= M 的最大的 q即可。注意复杂度有系数

pmax，即物品最高价格，这个值可能很大（值相对于图灵机比特存储位数而

言是指数级别的），所以认为 0-1 背包问题是 np 难的。 

 

 

十、 贪心算法 greedy 

1. 思想：可以说贪心算法面对的也是搜索类问题，尤其是最优解问题。贪心的基本思

想是：每一步追求最优，最终得到全局的最优。并且与回溯法不同的是，贪心法不

去撤销已经做过的决策，一路走到底。所以纯粹的贪心法往往复杂度比较低，可以

减少大量搜索量，但是能否找到最优解需要看技巧和问题性质。注意，可行的贪心

保证的是能得到某一个最优解。 

2. 典例 

典例 1: 不重合线段选择问题 

给定 n条线段（即 n个数对 si < fi, i=1,2.. n），求互相不覆盖的线段的最多个

数。用 dp的方法做是平方复杂度，贪心算法可以减少复杂度，但是必须制定合适

的贪心策略，否则可能得不到最优解。 

由于贪心是不可撤销的，所以关键就在于，在已经选好一些线段（或空）的

情况下，如何再贪心地选下一条线段？显然这条线段不能跟已选线段重合，这是

基础条件，还需要加上贪心条件：经过尝试，发现选起点最前的、长度最短的、

冲突最少的都不行，都能构造出反例，最终选择的方案上：选终点最靠前的（或

选起点最靠后的）。 

 

可以在数学上证明这种策略一定能选到最优解。 

必须注意的一点是，可行的贪心算法保证得到最优解中的一个，或者说不会有解

比它更优，但不能保证问题的任何一个最优解都一定能通过这个贪心算法得到。

在证明贪心算法可行性的时候，思路通常是：假定一个存在的最优解，分析其有

没有可能由这个贪心算法得到，如果不可能，则考虑能否将这个最优解转化为可

由贪心得到的最优解。 

 



典例 2: Huffman编码 

  在编码问题中，如果给每个字符以等长的比特长度，有空间上的浪费。但是定

长的好处是很容易分割字符，如果全是不定长编码，可能出现解释程序无法判断字

符开始结束位置，出现歧义现象。解决这种问题的关键在于避免字符之间的编码存

在前缀关系（prefix）。另外，由于不同字符出现频率不同，所以应尽量给频率高的

字符以较短的编码，节省空间。	

		 避免前缀关系最简单也是最实用（甚至具有等价性）的方法是二叉树编码：所

有叶节点对应字符，从根节点开始向下寻找叶节点时，向左分叉编码加一个 0，向

右则加一个 1，直到叶节点，这样不可能存在前缀关系，并且解释时，只需从根节点

开始，根据每一位的 0/1 值向左/右在编码树里推进，直到遇到叶节点，此时进行翻

译，然后重新从根节点开始解释下一个比特串。	

		 所以 huffman 编码解决的是用贪心算法生成二叉编码树使得平均编码长度（利

用字符频率和长度，长度也是树中叶节点深度计算出的期望值）最短的问题。（补充

一点，注意为了让平均长度短（叶节点平均深度低），构建出的树必树 full-tree，即

不存在只有一个子节点的节点，因为没有必要，可以把这种节点跟子节点合并）。	

 

  Huffman编码算法比较简单：先把 C个节点写入一个最小堆中，每个节点的值

就是对应字符的频率，然后每次新建一个节点，左孩子、右孩子设为从堆里依次推

出的两个节点，并将新节点的值设为子节点的值之和，再写入堆中。这样堆每次大

小减少 1，重复 C次即可。其贪心体现在：每次 pop 堆中两个元素，相当于较早地

取频率最低两个元素，这意味着它们将放在最终编码树的较低层位置，对应的是让

低频字符深度大，从而高频字符深度小。	

		 证明思路大致是：对于一个使平均编码长度最小的编码树 T，考虑频率最低的

两个字符 x，y，要么 x，y 是在 T 的最底层的两个兄弟叶节点上，要么 T 可以通过

不改变平均编码长度的转化，编程符合这个条件的 T’。	

	

	

	

	

	

	



十一、 NP 问题 NP problem 

1. 背景：NP分析，主要是为了确定问题的性质的，或者说这个问题的“难易度”。 

2. 图灵机： 

图灵机是一种抽象的计算模型，具有内部状态控制、存储、计算的基本功

能。 这个抽象模型中存储是无限大的，目的是用于模拟人类的一切计算过

程。完整的图灵机数学定义是比较抽象的，目前只需要知道图灵机在每一步

可以执行计算、寻址、读写、改变自身状态这类基本操作即可。 

之所以要给出图灵机的概念，是因为后续问题复杂度分析时，输入大小 N和

运行时间 T 都是由图灵机定义的（但是暂时可以不管）。 

 

3. 问题分类 

  
不确定的东西（？的部分）： 

？1: <P=NP?> 不确定是否 P = NP （目前无法证明一个问题属于 NP但是不属

于 P）。注意图中画的假定 P！=NP的情况，此时P和NPC必不想交。如果P=NP，

那么 P、NP、NPC将是 P=NP=NPC的关系。 

？2: <NP – P – NPC = 空 ?>即使确定了 P！= NP，也不确定是否有这样一个

NP 问题，它不属于 P也不属于 NPC。 （这一条我不是很确定，也许必定是存

在的） 

？3: <NPC = NP hard ?>即使确定了 P 和 NP的关系，也不确定是否 NPC = NP 

hard（目前似乎无法证明一个非 undecidable 的问题不能用多项式时间验证解

的正确性，即证明其不属于 NP）  

 

4. NP的概念 

简单地来说，NP 问题是指对问题的任何一个可能的解，都能在多项式时间内验

证其是否正确的问题。 

当然这里涉及到什么是“问题可能的解“和”多项式时间“的定义，但这里不

仔细解释抽象定义了。注意问题本身也可能是判断类的问题，此时需要转化成

解空间特例的问题。 

Undecidable Undecidable 

？ 

?3 ？ ?3 

?2 

?1 



容易证明 P一定是属于 NP的，即能在多项式内找出解的问题一定能在多项式

时间内判断解是否正确。 

 

5.  约化 reduce 

 
约化，即问题转化，是问题分析的常用手段，把不熟悉的问题转化为更熟悉

的、更有普适性的问题。在 NP 问题分析中，我们一般要求约化过程必须可行且是

多项式复杂度的。这种约化在数学上表现为两个问题解空间的映射，由 A 的解空

间映射到 B 的解空间，注意这里说的是 B 可以约化成 A，A 是更难的问题，解决了

A 一定可以解决 B。 

在 NP 问题中，存在这样一类问题（NPC），所有 NP 问题都可以约化成它，

即所有 NP 问题都可以通过 NPC 问题经过某中（多项式时间内的）转化转化而

来。NPC 之间彼此等价，解决了任何一个 NPC 问题就相当于解决了所有 NP 问

题。 

 

6. 经典 NPC 问题 

(1) SAT问题（第一个被证明为 NPC的问题） 

给定一个 n个布尔变量组成的布尔表达式，判断其有没有可能为真 

(2) 哈密顿回路问题 

给定一个图，判断是否有一个 simple cycle恰好经过每个顶点一次。 

(3) 旅行商问题(TSP) 

给定一个带权图，问是否存在一个 simple cycle经历过每个节点且经历边

的权重和不超过 K? 

(4) 定点覆盖问题(vertex cover problem) 

给定一个图，判断是否存在其一个大小不超过 K的点集，使得图中任一条边

至少有一个顶点在这个点集中。 

(5) 团问题(clique problem) 

给定一个图，判断图是否有一个大小至少为 K的完全子图（团）。 

(6) 最长路径问题（略） 

(7) 背包问题（略） 

 

 



十二、 近似算法 approximation 

1. 思想：对于某些比较复杂的问题比如 NPC 问题，我们很难或者不可能真正在多项式

时间内求得最优解，所以我们做出退让，在较短时间内尽可能逼近最优解。 

 

对于近似算法有近似率的概念，如图。注意一点，对于近似算法，可以决定何时停

止近似，同一类型的近似算法，如果只是停止的时机控制不同，那么认为它们属于

同一种“approximation schema”，先命名为近似方案吧。对于一种近似方案，为了

达到更高的近似率可能需要延后停止时机，从而增大时间复杂度。为了能达到 1+ e

的近似率需要达到的复杂度是跟e的一个 n 的函数式，如果这个式子对于确定的e，

是多项式的，那么该近似方案是 PTAS，若 n的多项式指数不会随e趋于 0 而趋于无

限大（粗浅定义，不一定是这样），那么认为是 FPTAS。 

通常来讲近似算法要有一种策略，往往跟贪心有关。 

 

2. 典例 

典例 1: 装箱问题： 

问题描述：给定 n个物品，大小均在 0～1之间，把它们装进若干个容量均为 1 的箱

子，问容纳它们的箱子的最小数目m。这是一个 npc的问题，考虑用近似算法近似

求m。 

法 1 next fit： 第一个物品放在第一个箱子，然后每次对一个新物品，只考虑能否将

其放入上一个物品放进的箱子，能就放，不能就用一个新箱子装它。可以证明，这

种方法不会用超过 2*m-1箱子，且存在一种物品大小输入，使得刚好用 2m-1 个箱

子，所以这种算法的近似率是 2。证明非常简单，反正法，证明如果用大于等于 2m

个箱子，则物品总占据空间超过m，从而至少用m个箱子，矛盾。 

从这里可以看出近似率证明的思路：反证，假设存在超出近似率的近似解，证明在

这种特例下最优解不可能达到预先设好的值。 



法 2 first fit：也是非常自然的算法，每次对于一个物品，并不是只能放到上一个物品

放的箱子，而是遍历所有已有的箱子看哪个有足够空间可以把这个物品放进去，就

放，若都没有空间就新开箱子。这种算法可以证明近似率是 1.7。 

 

概念： online algorithm：指的是依次处理输入元素的算法策略，而没有先整体性地

对输入进行处理。可以证明，对于背包问题，在线算法近似率最佳是 5/3，不可能更

优。 

 

法 3：结合 offline algorithm：离线算法，先将所有输入载入内存并对其整体分析处

理。在这个问题中，麻烦的是大物品，所以我们按大小递减的顺序给物品排序，然

后再从大物品开始，执行 first fit策略。可以证明这种情形下用的箱子不会超过 11m/9 

+ 6/9，注意不能说近似率是 11/9。这种先排序再贪心的算法已经比较接近正确结果

了。 

 

典例 2: 背包问题（knapsack） 

0-1 背包问题已经在 dp一节提出。现在考虑一个变形：分数背包问题。而相比于 0-

1 背包，分数背包的区别在于每个物品并不是要么放要么不放，而是可以选择放的

百分比 xi，这样所占空间是 xi*wi，收益是 xi*pi。更加灵活。这种情况下每次只需要

选择收益率 pi/wi最高物品尽量放即可，直至最后一个物品放满。这样是可以得到最

优解的。 

但对于 0-1 的情况，这种贪心（每次选剩余的收益率最高的且能放得下的物品）只

能得到近似解。并且可以证明此时近似率是 2。 

 
其中 pmax 是物品收益的最高值，popt 是 0-1 问题最大收益，pfrac 是假定是分数

情形下的最大收益，pgreedy是 0-1问题用收益率贪婪算法得到的最大收益。 

 

典例 3: K-center problem 中心选择问题 

给定平面上 n个不同的点，要求构造出平面上的 k个点作为 center，使得 n个点到

最近的 center的距离的最大值最小。这是很典型的 np 难的问题，必须用近似算法。

这个问题有个等价的说法：找出最小的 r，使得存在平面上的 k个以 r为半径的圆，

能够覆盖这 n个点。 

提供一种近似率为 2 点近似算法，使得这种算法可以得到 r～2r 之内的半径结果。

一个简单的引理论是：n个节点中，每个节点的 2r半径范围内必有另一个点。具体

方法是，对于一个给定的 R，我们每次删去一个点和这个点的 2R的范围内所有其他

点，不断重复，如果这个过程不能在 k 次内结束，即选了 k个以选点为圆心以 2R为

半径的圆，仍不能覆盖所有点，那么说明 R<r 。换句话我们有办法在多项式时间内

确定一个半径值是否小于目标值 r。接下来选定一个大 Rmax，从 0 到 Rmax用二分

法确定 r，经过有限的迭代后一定可以找到 r <= R <= 2r的 R，这个值就是近似算

法的结果。 

可以证明如果 p不等于 np，k-center近似率最好就是 2。    



十三、 局部搜索 local search 

1. 思想：局部搜索的想法是用不准确的解作为起始，根据“周围”的条件，以特定的

“方向”去逼近最优解。在逼近的过程中一般用到贪婪的思想，但是与贪婪算法不

同的点主要在于，贪婪算法是从无到有，一步一步贪婪地生成最终结果，而局部搜

索先生成一个起点作为初始的、完整的解，然后贪婪地向最优解的方向逼近。所以

局部搜索除了搜索策略外，有时初始解的选择也极为重要。另外一点，纯贪婪算法

理论上是没有撤销操作的，但局部搜索为了避免被困在某个局部，可能会回撤操作。 

···  

其中 neighborhood是局部搜索中的重要概念，一般是当前解经过一些简单变换后

可能生成的新解的集合，局部搜索的操作就是在这些集合中选取正确的变换方

向。 

需要注意的是局部搜索经常不能得到最优解，可能在最优解“两侧”之间“游

荡”，经常用于解决 np 难的问题得到近似解。 

注意这个伪代码中，如果发现局部搜索的下一步不能得到更优的结果，则直接退

出，但其实这可能会导致 trap 问题，即 trap在某个局部最优而非全局最优的位

置，所以在此时可以按一定概率 回撤操作，尝试别的搜索路径。这个 T

决定了回撤的概率，类似于“温度”，越高越不稳定，容易回撤，正因如此，一种

刚开始让 T较高、越到后 T越低的算法称为模拟退火算法，经常用来解决 np 难问

题。 

 

2. 典例 

典例 1: 定点覆盖问题 

NP一节已经给出定义，这里稍做修改，把判断是否存在大小为 k的覆盖点集变为找

最小的覆盖点集。在这个问题中，初识解设为全部点的集合，每一次局部搜索的操

作是删除一个顶点。 

 

典例 2: Hopfield Neural Networks 

给定一个带权图，权取任何实数。要求给每个点赋状态-1或 1。定义“好边”是端

点状态相同且权为负，或端点状态不同且权为正的边，坏边相反。 
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对于图中的顶点 u，称其是 stable（稳定）的，如果满足其相邻的好边权重绝对值和

大于坏边的权重绝对值和： 。对于一种赋值方式，如果所有

点都是 stable的，那么称这个赋值方式也是 stable的。是不是每个图都一定有稳定

的赋值方案呢？ 

状态反转法：为了找到稳定赋值方法。随机选择一种赋值方式，如果不是稳定的，

找到任一个不稳定的点，将其翻转（flip），即改变状态。注意这样一次操作过后这个

节点必然变成稳定点，但也可能导致与之相连的其他点稳定性发生改变。并且对于

边来讲，每个跟它相临的边的好坏性也都发生翻转，并且其他边不受影响。 

 

这个问题 tricky 点地方就在于，从任何一个初始的赋值方法，经过有限次翻转后一

定可以得到它(这也是这个问题特别符合局部搜索思想的体现)。因为存在一个在翻转

过程中严格递增的值：好边的权重绝对值之和（利用不稳定点的定义和边的翻转性

很容易证明），而这个值又是有上界的，所以必定终止于没有不稳定点的情况。 

但注意，这并不是一个多项式时间的算法，因为 w可能很大。 

 

典例 3: 最大切问题（max cut problem） 

给定一个图，找到一种将其点分成两个集合 A、B 的方法，使得两端分别在 A、B 中

电边的权重和最大（也可以是说说 A、B内部的边权重和最小）。 

可以借助 Hopfield Neural Networks 问题的思想：所有边权重均非负，此时分成 AB

集合就相当于给每个点-1或 1 的状态，只不过选择我们希望好边（两端点状态不同

的边）权重和最大。依然使用翻转法，因为已经证明翻转过程中好边绝对值不断增

大。最终状态终止于所有点都是稳定点。 

但注意这个算法终止情况是不存在不稳定点，这并不等价于好边的权重和最大，而

只是一个近似，可以证明，近似率为 2： 
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十四、 随机算法 random algorithm 

1. 随机的概念：随机在算法一般有两种含义，一种是指输入在指定的集合内是随机生

成的，另一种是指算法的行为具有随机性（相同输入，相同步骤时，下一步操作可

能不同）。随机算法一般指的是第二种。 

2. 随机算法的目的：采用随机算法，往往是为了规避 bad input。随机的思想并不能真

正减少平均复杂度，但是可以把 bad input 转化为 bad random，从而避免连续的 bad 

result（bad input是可能连续输入的，bad random不太可能）。 

3. 随机输入的重随机化：为了随机输入是坏输入且连续出现，我们可以对输入进行重

随机排列（random permutation）。具体方法是给予每个输入项一个随机优先级

（random priority），比如 1~N^3 之间的随机数。然后根据优先级进行排序即可。

这样可以保证每个输入项在各个位置的可能性是相同的，缺点是排序需要耗时。 

 

4. 典例 

典例 1：雇佣问题 

背景：依次面试 N个人，目的是找到最好的那个人（按某个质量数组排列）。每个人

面试完必须马上告知是否录用，如果已录用，必须支付代价 Ch，每次面试也有代价

Ci，但是 Ci远小于 Ch。所以要制定策略。让代价较小的同时找到最好的那个人的概

率最大（trade off）。 

法 1：如果采用最简单的方法：跟找最大值相同的算法，即但凡当前面试到的人比之

前所有人都优秀，就录用。这样最坏有 N次 hire。平均来说，复杂度是 O(Ch*lnN + 

Ci*N )中 lnN是在概率计算过程中由 1/1 + 1/2 +… +1/N近似出来的。 

 

法 2（hire only once）：加以控制参数 k，规定对前 k个人，采用法 1 的策略，即总

是录用最优秀的，从第 k+1 个人开始，一旦遇到一个比前 k个中选出的最优秀的人

还优秀的，就马上录用这个人，并停止面试，不管剩下的人。 

 

可以得到能选到最优秀的人概率是这个值，近似为(k/N) ln (N/k). 

为了让 Pr最大，取 k = N/e，概率值是 1/e。这种方法下，总花费平均而言是 ？？ 



典例 2：快排 pivot 的随机选择 

快速排序的核心思想是利用 pivot，将元素分别移到 pivot两侧的位置，从而可以递

归解决。理想的 pivot 应该靠近数组大小的中间位置，选择 pivot的策略是快排的关

键，传统的 pivot是选择数组两端及中间这三个元素的中间值，虽然有一定道理，但

仍不能避免最坏复杂度是 N^2 的情况。 

central splitter 算法规定 pivot必须在按序排列后的左 1/4 和右 1/4 元素中间，即必

须在 1/4至 3/4这个数组的中间区间中。如果不是，则重新随机选 pivot（如何判断

是不是？）。这个限制中，子问题的大小不超过父问题的 3/4. 

 

 

十五、 并行算法 parallel algorithm 

1. 需求：由于流水线、多核 cpu 等硬件技术的存在，使得处理器对外表现可以同时（在

一个时钟周期内）执行多条指令。一个算法，或者说解决问题的一个程序，本质上

是一堆需要执行的指令集合，串行情况中为顺序执行，后执行的指令可能依赖于先

前执行的指令。并行算法，目的就是利用 cpu可以同时执行多条指令这个特性，合

理调度指令执行方式，使得工作量不增多的情况下减少运行时间。 

2. PRAM (Parallel Random Access Machine) 

实现并行的理论机器模型。 

 

内存只有一份，且(理论上)无限大，称为共享内存，所有处理器均可以访问。处理

器作为黑箱，基本操作是从共享内存中读取数据、内部计算、向内存写数据（三

种）。所谓并行，指的就是各个处理器可以同时（在同一个时钟周期内）各自独立

地读算写。交换数据(通信)的媒介是内存本身。 

For Pi: 1<=i<=n, pardo A(i) := B(i);. 

(pardo并行，B读算操作，:= 写操作) 

3. Access conflict 访问冲突 

并行一定会带来一个问题就是同一份内存可能同时倍多个处理器访问，而某些处理



器可能在写数据，这可能导致其他处理器读到被改过的数据，或者同时写时，先写

的被后写的内容覆盖，出现意外情况。 

根据处理访问冲突方式的不同，可以将 PRAM分成三种 

(C: concurrent, E: exclusive, R: read, W: write) 

EREW: 同一块内存不能同时被多个处理器访问 

CRCW: 可以同时读，不允许同时写 

CRCW: 可以同时读或写（不加限制） 

对于 CRCW策略，需要解释同时写的情况中，如何决定内存值。 

Arbitray rule：任意赋值，随机 

Priority rule：保留编号最(小)的处理器写的结果 

Common rule：？同值 

 

4. Word Depth 

与 PRAM不同的是，WD并不是每一个时钟都给所有 cpu工作任务（如果无需做，

也执行空指令），而是把使用哪些 cpu 也考虑进来，不需要操作的 cpu 不参与程序

执行，可以节省能耗，或用于其他程序。 

5. 性能评价指标 

（1）Work Load W(n): 解决问题所需要的基本操作（operation）的数量 

如果问题可以用串行算法解决，W(n)一般大于等于 T(n)，且优秀的并行算法能使得

两者相同。（并行算法无法减少工作量本身，只能利用并行减少运行时间，为了实现

并行可能有额外的操作增加工作量） 

（2）Worst-case running time T(n): 最坏时间复杂度。包括计算时间和通信时间两

部分。并行算法必须保证 T(n)比串行算法的要小，否则并行无意义。可以以时钟为

单位，并行算法中一个时钟内可以由多个 cpu执行指令，这也是 T(n)比串行情况小

的主要原因。 

???（有一些奇奇怪怪的参数，不是很懂） 

 

6. 典例 

典例 1：求和问题 

 
基本思路：并行两两求和，每次将新数组长度缩短一倍，最终求得综合。 

 
 

 



典例 2：prefix sum前缀和问题 

 

建立在求和算法（求出了所有 B 值）的基础上，B(h, i)是第 i层（叶为 0）的从左往

右第 i个节点，其字数的叶节点的和。按如图方法计算 C（h，i）。对于 C，其值不是

子树叶节点和，而是从最左边的叶节点到子树最右边的叶节点的数之和。注意若节

点是父节点的右孩子，即 i 为偶数，那么 C 值与父节点相同，否则若是左孩子，可

以分成两部分计算左侧叔节点的 C值和自己的 B 值。每一层的 C值与同层的 C值无

关，只需要用到上一层的 C值和已经算好的 B 值，故也可以逐层并行计算，注意 C

是从上往下并行计算的，而且工作量逐层增加，这点与 B 值相反。 

计算顺序： 

B：h 从小到大，i并行算出 

C：h 从大到小，i并行算出。利用 B 值的顺序：h 从大到小，i并行 

 

典例 3：归并数列 

归并两个不减数列（简化为等长）：A（1~n）和 B（1~n）到 C（1~2n） 

首先进行问题转化：并行算法的常用操作：某种操作数组的问题，转化成求一个可

以并行求出的辅助数组，利用辅助数组又可以并行重塑操作。 

 



这里转化为 Rank数组：rank（j，A）大致是 B（j）若在 A 数组中，应排到的位置 

根据 rank 可以直接在 C 上并行还原C（tricky 的地方），从而问题转化为并行求rank。

而对于数组 B 中的某个元素，其在 A 中的 rank 值跟 B 的其他元素显然是无关的，

所以并行就很自然了。 

 

第一种方法即并行地用二分查找求每个元素在另一个元素中的 rank，第二种算法则

是线性法一次性得到，但不符合并行思想。 

但是第一种方法并不让人满意，因为工作量W（n）比穿行算法高了，我们希望维持

W仍是线性的情况下减少 T。 

Parallel ranking: 先再 A，B 中分别间隔地选出 p 和元素。对这两个子数组进行二分

归并，注意 rank 仍是在另一个完整数组内的排序而不是筛选完的，这样工作量是

plogn。在间隔归并完成后，可以根据 rank的位置，将未归并的剩余元素分组对应，

每个组里约有 n/p – 1 个元素，两两对应归并。 

取 p最佳为 n/logn, 最终的总共工作量可以变成线性，T仍是 logn。 

 

典例 4：寻找最大值 

法 1: 串行算法找最大值即为线性扫描，很简单。对于并行情况（不考虑 cpu数量限

制），可以并行计算两两比较的结果，在 O(1)的时间内求出最大值，但这样工作量是

n^2，不满意，所以考虑分组，在时间和工作量上达到均衡。 

法 2: 方根分组法 

一种递归的、分组解决的思路，将待排序的长度为 n的数组分成√𝑛组，每组√𝑛个元

素，并行地对每一组求最大值后（继续分组递归做），对生成的√𝑛个最大值，用法 1

求出最大值作为最终结果。 

 

递归分析复杂度和工作量会得到这个结果。工作量依然不是很让人满意。 

 

法 3: 双对数分组法 

对法 2和法 1 的结合改进，将数列分成 n/h组，每组 h 个元素，其中 h = loglogn 

对每一组的 h 个数据，并行使用法 1 的方法，最终对生成的 n/h 个最大值使用法 2

的方法。 

其中第一步 T 为 h，第二部 T 为 loglog（n/h），最终可得 T 为 loglogn级别 



第一步W为 h*n/h = n（法 1 不增加工作量），第二步为 n/h loglog n/h，最终w为

线性级别。其中 h取 loglogn 的主要目的就是使W在第二步刚好不会超线性！ 

 

法 4: random sampling随机抽样法 

一种奇怪的、带有随机性的方法，可以保证有较大概率以 T 为 1，W为 n的情况下

完成最大值选取。 

基本思想是：只取输入数组 A 的 n^q子部分 B进行处理（这里 q取 7/8）。对这部

分 B 使用某种算法达到 T（1）、W（n），然后进行右图操作。（这里没搞懂其实） 

 

 

 

十六、 外部排序 external sort 

1. 问题背景：有时需要排序的内容并不在内存，而是在磁盘（disk，或者用 tape表示）

上：给你一条大小为M的 tape，以及大小为 N的内存，要求利用内存，将 tape中

的M个元素排序好。（大小指的就是需要排序的元素块的数量，内存是固定的，tape

有可能有多余的可供利用）。 

“外部”指的是待排序的数据在内存外部，即磁盘中。这种情况下，对数组的随机

访问可能涉及到磁盘读写，所以外部排序的一个重要目标是合理安排内存载入哪些

内容，减少磁盘 IO。 

时间主要消耗分为三种 

（1） 内存操作：主要用于内部排序，单步速度极快 

（2） Disk transfer：讲内存中一块数据加载到内存中（以便于后续计算），较慢。 

（3） Disk seek：磁头寻址，定位到磁盘一系列数据块的起始位置，极慢。 

为了减少运行时间，一定要减少磁盘 IO次数，尤其是 seek。磁盘 IO主要在：从

磁盘读数据到内存，从内存写数据到磁盘。如果必要写，尽量将内存中较多内容连

续写入磁盘的连续块，避免 seek。 

基本参数设定：N是磁盘待排序的数据量，M是内存中可以暂存的数据量，这里认

为M比 N要小，否则可以先全部加载进入内存，内部排序后再返回磁盘中。 

 

2. k-way merge 

外部排序的基本思想是利用内存段将 tape内容分段都进行（内部）排序并暂存在临

时 tape中，然后再利用内存进行归并（merge）。其中归并往往用长度为 k的优先队

列。 



 

 
Pass： 所谓 pass 可以理解为一次磁盘内容的重构，得到有序长度更长的若干个数

组，另外更好的理解方式是：（平均）每个数据从磁盘载入内存的次数。其中内部排

序只进行了一次，就是最开始时每M个数据在内存中排序后放入新磁带，这个过程

是不可避免的，比消耗一个 pass，后面的 pass 均是merge产生。 

 

Tape数量：注意这个方法中，每个 merge阶段，每归并 k个 M长的数据时，需要

这 k个段在不同的磁带中，所以第一张图中的 Tape并不是真正的磁带结构，而是如

图 2，每轮用额外的 k个 tape，每个 tape存储若干个 M段，每次都是对这些 tape

的对应位置段M段进行归并。 

 

并行、buffer（不是非常明白，略过了） 

 


